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几 类 非 线 性 泛 函 微分 方程 的 振动 性 研究 
摘要 


随 着 科学 技术 的 迅速 发 展 ， 许 多 科学 领域 出 现 了 关于 微分 方程 的 问题 ， 这 些 问题 引 
起 了 人 们 的 广泛 关注 。 众 所 周知 ， 微 分 方程 的 振动 性 理论 是 微分 方程 定性 理论 中 的 一 个 
极其 紧要 的 分 支 ， 它 的 起 源 是 在 1836 年 sturm 创建 的 二 阶 线性 常 微分 方程 
re(J+g()x()=0 ， 呐 定 了 微分 方程 振动 理论 的 发 展 根基 。 近 几 十 年 ， 许 多 学 者 在 微分 
方程 振动 理论 方面 做 了 研究 和 探索 ， 得 到 一 些 结论 ， 不 断 改进 和 推广 已 有 的 结论 ， 不 仅 
具有 重要 的 理论 意义 ， 而 且 也 具有 较 高 的 实用 价值 。 

本 文 共 分 为 三 个 部 分 : 

第 一 章 ， 绪 论 ， 我 们 回顾 了 关于 微分 方程 振动 理论 的 历史 背景 、 钻 研 动向 、 提 出 以 
及 发 展 趋势 ， 并 介绍 了 本 文 要 用 到 的 基本 概念 ， 概 括 了 本 文 所 要 研究 的 主要 内 容 和 本 文 
的 布局 。 

第 二 章 ， 二 阶 非 线性 泛 函 微分 方程 的 振动 性 ， 我 们 主要 探究 二 阶 非 线性 泛 函 微分 方 


LOY) +a/OEMeO"O)=0. (2 6 


(GOO) pesto) + a C(O)=0, co ty 
füezhME, Her, oNIEBM, CArz18. a()»0. q()20, A(t) FRA 


为 0，r(O)>0， ALA lim r(D) = +0, 推广 了 原先 已 有 文献 中 的 一 些 结果 。 
第 三 章 ， 三 阶 非 线性 中 立 型 泛 函 微分 方程 的 振动 性 ， 我 们 主要 探究 三 阶 非 线 性 中 立 
型 微分 方程 


(OF + ptr) +al) (sO)=0, 1 = ty 


(ast) pO ) +al) (sl))=0. 1 6 


bee poet | ,i 


解 的 振动 性 ， 推 广 了 已 有 文献 中 的 结论 。 


关键 词 “ 泛 函 微分 方程 ， 非 线性 微分 方程 ， 中 立 型 微分 方程 ， 振 动 性 ，Riccati 变换 


Research on Oscillation for Several classes of Nonlinear 
Functional Differential Equations 


Abstract 


With the rapid development of science and technology, many fields of science have some 
problems about differential equation, these issues have increasingly drawn attention. As is 
known to all, the oscillation of differential equations is a very important branch in differ- 
rential equation theory. It began in 1836 and the second order linear ordinary differential 
equations by the Sturm, this development laid the theoretical foundation oscillation 
differential equations. In recent years, many scholars do the research and exploration in the 
oscillation of differential equations, they get some conclusions and continuous improvement 
and the existing conclusion. What they have done there is an important meaning in theory , 
also have practical value.. 

This thesis can be divided into three parts: 

The first part describes the introduction. We back to review the history, research dynamic, 
start and development trend of the oscillation of differential equations. This part introduces 
the basic concept and summarized the main content and the structure of this article. 

The second chapter introduces the oscillation of second order nonlinear functional 


differential equations and mainly study the equations 


(OOF J +a) G(s)=0, r2 n 


and equation 
(Xv OY) pes) 6) rg) Cel)=0, (o 1, 
oscillation of the solution! 2/,, cis constant, where: 2 f, a(t)> 0; q(t) 0, andq(r) is 


not constant be zero in final, r'(t)> 0, and lim r(¢)=+00, the paper improves the result in 
per: 


existing literature. 
The third chapter introduces the oscillation of the third-order nonlinear neutral functional 


differential equations and mainly study the equations 


(atofse) peso) +a) Foleo W)=0. ca ty 


' 


(atre) ploOF ) atre) o. 1 > t, 


and equation 


' 


efie ner] «drGtet)oo. 1 n 


there solution is vibration, the paper improves the result in existing literature. 


Key words Functional differential equations, Nonlinear differential equations, Neutral 


functional differential equations,The oscillation, Riccati 


14 微分 方程 振动 理论 的 提出 


随 着 科学 技术 的 不 断 发 展 , 社会 科学 和 自然 科学 等 众多 学 科 领 域 都 提 到 了 大 量 的 关 
于 动力 学 系统 的 问题 ， 比 如 ， 核 物理 学 、 生 态 系统 、 机 械 、 电 子 振荡 、 流 行 病 学 、 遗 传 
问题 、 财 富 分 布 理 论 、 工 业 生 产 管理 等 都 涉及 到 微分 方程 理论 ， 它 的 根源 深 扎 在 各 类 实 


际 问题 当中 。 自 然 和 


学 和 社会 科学 中 的 很 多 规律 ， 用 微分 方程 的 语言 表达 最 贴切 ， 在 很 


多 应 用 中 都 出 现 了 关于 微分 方程 振动 解 的 问题 。 因 此 ， 促 使 了 人 们 开始 对 此 类 困难 课题 


的 分 析 、 研 究 。 


1836 年 GSturm 通过 探究 热传导 方程 建立 了 二 阶 线 性 常 微分 方程 


x'(r)» c(t)x(t)= 


So 


(1.1.1) 


此 后 ， 关 于 线性 与 非 线性 方程 的 振动 性 理论 发 生 了 快速 发 展 。Swason0 归纳 了 线性 
党 微分 方程 的 振动 性 理论 ， 文 献 &3 探 究 了 一 些 非 线性 微分 方程 的 振动 性 的 结论 。 


1.2 微分 方程 振动 理论 的 发 展 


微分 方程 在 实践 应 
学 模型 ， 所 以 微分 方程 


中 有 着 坚实 的 背景 , 越 来 越 多 的 现实 问题 运用 到 微分 方程 的 数 


的 振动 理论 发 展 非常 迅速 。 泛 函 微分 方程 ， 差 分 方程 ， 偏 微分 方 


程 等 领域 是 由 常 微分 方程 的 振动 理论 推广 而 来 的 。 泛 函 微分 方程 振动 理论 是 微分 方程 定 


性 理论 的 一 个 重要 的 分 
理论 的 第 一 篇 有 影响 力 


， 它 有 着 宽泛 的 应 用 背景 。 文献 4 是 探究 泛 函 微分 方程 的 振动 


文献， 探讨 了 nm 阶 具 偏 差 变 元 的 微分 方程 


yO)+ pl)y(r()=0, 2 «toc (12. 


XBhn21, peC(-w,0), z(t)=k-t，k>0 是 常数 。 


这 篇 论文 证 明了 若 对 充分 大 的 本 有 pl(1) >h>0， 当 为 奇数 时 ， 式 (1.2.1) 的 所 有 解 


变 号 无 限 多 次 ， 当 为 偶数 时 ， 式 (1.2.1) 所 有 解 或 是 变 号 奇数 次 或 是 变 号 无 限 多 次 。 


近 几 十 年 ， 国 内 外 专家 学 者 对 微分 方程 及 其 解 的 振动 性 作 了 大 量 的 工作 ， 都 有 非常 
丰富 的 结果 。Hartman、Fite、Philos 等 数学 家 运用 Ricatti 技巧 与 函数 平均 、 积 分 平均 方 
法 得 到 许多 经 典 结 果 5 5 。 

1949 42, A.Wintner EAE: 35 


lim: [ c(x)dxds = 00 


pev 


则 二 阶 线性 微分 方程 〈1.1.1) 振动 。 


y 


1952 4E, P.Hartman "pi: di 
TM le " 1 s 
—o« liminf zL [ c(x)ixds < limsup- [ [ c(x ixds < oo 


则 方程 (1.1.1) 振动 。 
1978 年 ，KamenevDI 改 进 了 文献 [5] 的 结果 ， 研 究 ， 对 某 个 4>1， 


le A 
limsup = | (t-s) e(s)ds 2 oo. 
则 方程 (1.1.1) 振动 。 
1986 年 ，YanMM 探 究 了 一 类 具有 阻尼 项 的 二 阶 非 线 性 微分 方程 的 振动 性 ， 得 出 了 两 


个 新 的 振动 定理 。 对 于 方程 (1.1.1) 的 情形 ， 有 下 面 结果 : 
定理 AlM， 假 设 对 某 个 14>1， 


! 1 et 
limsup 二 上 (t-s)‘c(s)ds < , 
THEE — AE HE [ty 20] 上 的 连续 函数 4(x) ， 使 得 对 每 一 个 > 1, BAT 
low A T 
lim int J, (ts) c(s)as > A(T) | A? (ss = oo 


其 中 4.(s)=max{4(s)0}， 则 方程 (1.1.1) 振动 。 
1989 4E, Philos?! 5| A H(t,s) 函数， 将 Kamenev 中 和 Yan 外 的 相应 成 果 进 行 推广 ， 得 
出 方程 〈1.1.1) 的 三 个 振动 定理 ， 其 一 如 下 : 


定理 BU. Bn H:Ds((ns)ytzso0) RJ&—A eb B Hie: 


xrtü t6, H(.0)20, wBrtit2s2t, H(Ls)»0, BtED E, H(es)xt 


stHYEH ELAR IE Ni SG. Mte TEED RN: D  R liit 


H 
Ag t,s VH(s) stiiti (ts) )eD, H 


f [neo eode 


" 1 
ae H(t,t)) 
则 方程 (1.1.1) 振动 。 

泛 函 微分 方程 振动 理论 在 中 国 的 研究 发 展 于 20 世纪 80 年 代 , 在 1980 年 , 张 炳 根 59 
首次 在 昆明 作 了 第 一 篇 国内 在 这 一 领域 的 报告 。 从 此 以 后 ， 在 国内 引起 了 对 振动 理论 研 
究 的 普遍 关注 ， 人 们 不 断 提 出 有 关 泛 函 微分 方程 的 新 的 理论 ， 密 切 相 关 的 就 是 中 立 型 微 
分 方程 ， 中 立 型 微分 方程 的 广泛 研究 只 在 近 二 十 年 才 开始 发 展 迅 速 。 有 关于 中 立 型 微分 
方程 研究 有 : 

1993 年 ， 命 元 洪 教授 和 健 希 林 教 授 W" 探究 了 二 阶 非 线 性 中 立 型 时 滞 微 分 方程 


[Ob Or mf] ro) bla)=0 


的 振动 性 和 渐 近 性 。 
1995 年 ， 席 鸿 建 5 探 究 了 二 阶 非 线 性 中 立 型 时 滞 微 分 方程 


[OR + pCO | «atorteto)]-o 


的 振动 性 和 渐 近 性 。 
本 文章 对 几 种 非 线 性 泛 函 微 分 方程 的 振动 性 进行 了 讨论 ， 得 到 了 一 些 结论 ， 推 广 了 
已 有 文献 的 成 果 。 


1.3 本 文 主要 研究 内 容 
本 文 主要 考虑 了 几 种 非 线 性 泛 函 微分 方程 的 振动 性 : 
在 第 二 章 中 ， 主 要 探究 了 二 阶 非 线性 泛 函 微分 方程 13.1) 关于 o 是 分 母 为 奇数 时 
方程 解 的 振动 性 和 方程 (1.3.2) 关于 0<o= VA 六 为 奇数 ，9 为 偶数 时 方程 解 的 振动 


TE. Jr t» o 为 正常 数 , 当 1>h 时 , alt)>0, gq(1)>0, 且 g(n) 不 最 终 恒 为 0, z(t)>0， 


EL lim c(t) = +oo， 并 一 直 假 设 所 考虑 的 函数 在 其 定义 域内 连续 。 


(OO atro eter )-0. 1 = 6 TEXT 


(toe OY") pts) (0+ as (eel)=0, 1 = 0 M32) 
本 章 中 我 们 总 假设 : 
CA )uf(u)» 0(u 0), Hf'(u)=0 


(A,) 存 在 常数 A>0, 使 得 g(u)>4 


(A,)g € C([ry. 9). (0,2c)) [aus «oo Jill Ve » 0, Il «o; 


dy 
foy" 


(^,)a €C([t,+20),(0,+20)) E. c(t) ZEN rd m 


(A,) peC(R.R), p(x)20, 4x00, xp(x) um p(shs > —o, 45 为 常数 

对 于 方程 〈1.3.1)、(1.3.2) 分 别 给 出 定理 2.2.1 和 2.2.2 及 其 证 明 ， 推 广 了 已 有 文献 
中 的 结果 。 

在 第 三 章 中 ， 分 别 探究 了 三 阶 非 线性 中 立 型 微分 方程 〈1.3.3)、(1.3.4) 和 三 阶 非 线 
性 中 立 型 时 滞 微 分 方程 〈1.3.5) 的 振动 性 ， 


(eh)+ stot) «atorta)-o. 121 a33) 


(a0 po ) ato y =0, #25 aao 
总 假设 


(H,) pli)e C[ty,20) 0x p(t)< p«1: 


(H,) afr) atr) e ci oe) 0.) [ ds =: 


vals) 
(H4) ofi) g(r)e c(t.) (0.9). (0) 1. e(r) t timot) - timg(r)- o: 


(Hj) «(y)ec(R).c(y)2 150.» 40; 


(H,) f ec(ex ng), s K>0, 940. 
y 


对 于 方程 (1.3.3)、(1.3.4) 分 别 给 出 定理 3.2.1 和 定理 3.22 及 其 证 明 ， 丰 富 了 已 有 
文献 中 的 结论 范围 。 


' 


(pts oen) | «dore e)-o. 12% — aas) 
总 假设 
CA r(t), at), p(t), de). off). c(n)eclne): 


(A;) r()>0, a(i)» 0, r'(@)>0, a()»0, B [^ deeem, [Lads = 400 
» als) ' A) 
CAD XB Ee[). g(t)>0, O< p(t)<sp<l, HH pst 


(A,) o()st, r(t)st, limo(t)=+0, lime(t)=+0; 
ire ire 


(Ap f ec(RR), Iss. 


x? 


给 出 方程 《1.3.5) 的 定理 及 证 明 ， 推 广 了 已 有 文献 的 结果 。 


第 二 阶 非 线性 泛 函 微分 方程 的 振动 性 


2.1 引言 


众所周知 ， 泛 函 微分 方程 振动 理论 在 近年 来 飞快 发 展 ， 并 且 获 得 了 非常 好 的 研究 成 
果 ， 如 张 炳 根 的 文献 ""。 泛 函 微分 方程 解 的 振动 性 在 生态 模型 和 机 械 工程 等 理论 和 实践 
应 用 中 都 有 着 重要 的 意义 。 在 白玉 真 、 伐 新 华 等 中 汪 学 者 的 文献 中 ， 探 完了 二 阶 非 线性 
微分 方程 


(GOOF ro) GN)=0, 121, (2.41) 
二 阶 非 线性 泛 函 微分 方程 
(OOF J atre). 124 (2.12) 
及 
COyOrj+eOreOscOjsoO)=ovzn (2.13) 


的 解 的 振动 性 ， 已 获得 丰富 的 成 果 。 
本 章 利用 一 些 分 析 的 技巧 考虑 方程 (2.1.3) 中 Fluv)= f(v)e CCR, R) 这 一 特殊 情形 


时 ， 即 考虑 方程 (2.1.4) 对 于 ao 是 分 母 为 奇数 时 方程 解 的 振动 性 ， 
(GOOF ) ro) (el)=0, 124 (2.1.4) 
以 及 方程 (2.1.5) 对 于 0<o= 9 ， 了 为 奇数 ，g 为 偶数 时 方程 解 的 振动 性 ， 
(OKOF + pe) + a (Oe) =0, 124 Gus) 
得 到 一 些 解 振 动 的 充分 性 判 据 ， 推 广 了 已 有 的 结果 。 
在 这 篇 文章 中 , 我 们 考虑 方程 (2.1.4)、(2.1.5) 时 ， 其 中 !> ts o 为 正常 数 , 当 t>4 
IN, a()»0. q()20, Ra() tis, c'(0)»0, FLAT lim c(t) = + ， 并 一 直 假定 所 考 


虑 的 函数 在 它 的 定义 域内 是 连续 的 。 
如 果 方 程 (2.1.4). Al (2.1.5) 有 任意 大 的 零点 ， 则 它 的 一 切 解 是 振动 的 ; 


如 果 方程 《2.1.4) FL (2.1.50. 的 解 是 最 终 正解 或 最 终 负 解 ， 则 它 的 解 是 非 振动 的 ， 
如 果 方程 (2. 1. 4) fü (2.1.50 一 切 解 都 是 振动 的 ， 则 它 是 振动 的 ， 否 则 它 是 非 振 
动 的 。 


2.2 预备 知识 


本 章 中 我 们 总 假设 ; 
(A, )uf(u)> 040), A f'(u)>0; 
(A,) 存 在 常数 A>0, 使 得 g(u)> A; 


CA q €C(t,+),(0,0)), f aus «o Jil ve» 0, [2 «o 


no 


(A,)a € C([r,.) (0,4) Erle) « t 网 e" - 


b 
(Ag) peCRR), p(x)20. 当 x#0 时 ，xp(x)>0 且 [p(sXs > —o. bosse. 


+003 


2.3 主要 结果 及 其 证 明 


定理 2.2.1 设 x(0) 是 方程 (2.1.4) 的 一 个 解 ， 若 (A)-(Ay ) 成 立 ， 则 

(OD ec = 奇数 /奇数 时 ， 方 程 (2.1.4) 振动 ; 

QD oa = 偶数 /奇数 时 ， 方程 (2.1.4) 的 解 是 振动 的 , 或 者 是 非 振动 的 ， 并且 当 y(i) 
是 最 终 正解 时 ，lim y(t)=0， 当 y(n) 是 最 终 负 解 时 ，lim y(1)=-%. 

我 们 首先 来 证 明 结 论 (D, e = 奇数 /奇数 时 ， 结 论 是 成 立 的 。 


证 明 : 设 方程 (2.1.4) 的 一 个 非 振动 解 是 y(t)。 由 方程 (2.1.4)， 有 


由 条 件 CA,)- (A,) 可 知 ，y(i) 不 振动 时 ，y'(1) 也 不 振动 。 


我 们 分 情况 证 明 : 
Ci BEST zh 时 ，y(1)>0 且 y(r(1)>0. 


情形 1 "4278, y()»0H y(c())»0. 


由 方程 (2.1.4) 有 


AO) ro «oy FEN) NO 
| «y stre 


对 式 〈2.2.2) 由 4 到 1 积分 得 


< -Aq(t) 


ce ep i raf al 
fo) 


根据 式 (2.2.2) 和 (2.2.3), "t2 Bd, A 


AON cap nu 
rbi) © roris 4h 


结合 方程 〈2.1.4) 可 得 
a' (rv (0) *a(t)o (y(n) y'() *«(n)f(»(«(0))s(())-0 
我 们 结合 条 件 (A) (A,) 及 1>4 时 y(t)>0 可 得 ， 当 tt 时 ，y"(t)<0. 


(212.1) 


(2.2.2) 


(2.2.3) 


(2.2.4) 


(2.2.5) 


(2.2.6) 


(2.2.7) 


于 是 0<y'(t)< y'(r(t))， 再 由 式 (2.2.6) 有 


Org > po Lr 
ne Totton eate 


XX (2.2.8) 从 4 到 1 积分 得 


Js "rs Ls (u)du "i auta m Diets) sx e 人 .. 
^l (iol TM [roe] | LO 


情形 2 设 t>6> 了 时，y(O)<0 且 (rt))<0. 


(A,) 可 知 ， 当 +124 时 ， 


(2.2.8) 


(2.2.9) 


日 条件 CA, APRIL, 241 oo 时 ，(2.2.9) 式 的 左 侧 为 + ， 与 右边 为 有 限 数 产生 矛盾 。 


(O60) aereo «(at Gn) ) «ato FQ) 80°) 


从 而 由 方程 (2.1.4) 得 到 ， 当 :> 时 ， 


(O00) «aaro «o 
XX (2.2.10) 由 4 到 1 积分 有 


于 是 由 (A, ) 可 得 ， 当 1 充分 大 时 ， 必 有 ylt)<0， 与 假设 y(t)>0 矛 盾 。 


Gi) 当 设 12% 248. v()«0. »(c(0))«0. 


(2.2.10) 


(22.11) 


(2.2.12) 


情形 1 BWr>,>7, y()50 HB y((0))» 0. 


由 (A,) 有 ，t>4 时 ， 
o- («oto ) «o £(»((9)) 8(0"(0) 
«(orto ) + aaro) (2243) 
XX (2.2.13) 从 到 + 积分 有 


>alnjox) » 0 (22.14) 
于 是 有 
POE (29) ^y(i)»0 (22.15) 


对 式 (2.2.15) 从 4 到 1 积分 有 


02 6) | < 
从 而 当 1 充 分 大 时 ， 必 有 y(t)>0， 与 假设 矛盾 。 
情形 2 设 1242% 时 ，y(t)<0， 且 y(r(t))<0. 由 条 件 (A,)- (A,)， 可 得 到 式 
(2.2.2)、(2.2.3) 仍然 成 立 ， 由 式 〈2.2.3) 的 右边 为 -ww ， 而 左边 非 负 ， 从 而 导出 矛盾 。 


由 条 件 (A1)-(A,) 可 得 式 (2240 - (2.2.7) 仍然 成 立 ， 由 式 (2.2.7) 可 得 ， 当 tt 时 ， 


»'(r)2 0. 


从 而 y(r(D))< y(t)<0. 由 式 (2.2.6) 有 


eet) > 和 rr EN s JP 
ro)» n Wal 4 ws] 


对 上 式 从 到 + 积分 ， 类 似 CD 情形 1， 由 条 件 〈A,)- 〈A,) 即 可 证 明 矛 盾 。 
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接 下 来 我 们 证 明 结 论 (ID, o = 偶数 /奇数 时 ， 结 论 成 立 。 
证 明 : 由 方程 (2.1.4) A, 


当 y(r)» 0 时 ， COwjrjso (不 恒 为 0) Ha(' (Y 20; 
4 y()«ont, (oy) 20 (不 恒 为 0) Ra(o'toy 20 
结合 条 件 (A,)-〔A,) 可 知 ， 当 y(t) 不 振动 时 ，y'(t) 也 不 振动 。 
分 情形 证 明 : 
G) 当 t> 甩 > 时 ，y()>0 且 y(r(O))> 0. 
情形 1 “r2,2T, ht, y()20Hy(()»0 
由 条 件 (A,)- (A,)， 可 知 式 (2.2.2) - (2.2.9) 成 立 ， 从 而 导出 矛盾 ， 该 情形 不 成 立 。 
情形 2 "uzn20H. y()«0H»y(())«0. 


HH y()» 0 可 知 ， 当 ! 一 + 时 ，y 人 存在 非 负 的 极限 。 设 im y(t)=M>O, JW ee 2, Mt, 


由 yz(O)>M， 可 得 /or( 力 > 7(M)>0 


于 是 ， 对 式 〈2.2.10) Me, 到 上 积分 有 
us Y -4f f(s(r()))(s)a 
a(nXy'&)Y - Af(M f aus 
条 件 〈A,) 可 知 ，! -+o 时 上 式 右边 为 -m， 与 左边 非 负 矛 盾 ， 从 而 有 lim y(r)- 0. 


"Sens XX (2.2.10) 从 三 到 fs [+oo) 积 分 有 
o«atrk' t) «at ot) -A ODF as ,>,, (23:16 
alt, X) = Ar(u als)as 


Je 
j dt 

Os [ar a] iu 

对 式 (2.2.17) Jt, Bt e [n eoo) BUE 
y 
zx sp E " u Jdu i s 
v6) sO) [CC an] a TON 

4 t — eo , WH (2.2.18) 的 右边 为 +w，, 与 左边 为 有 限 数 产生 了 矛盾， 从 而 有 lim y(t)=0 
Gi) 设 1>T 24 时 ，y(1)<0 且 y(r(1))<0， 证 明 类 似 于 (D. 


例子 


Ge =0 (2.2.19) 


^a()- e? , d()-5. , 则 式 2.2.19) 满足 定理 的 条 件 ,方程 
(2.2.19) 存在 非 振 动 解 y(t)=e*， 且 lim y(t)=0。 


定理 2.2.2 设 x() 是 方程 (2.1.5) 的 一 个 解 ， 车 (A,)-(As) 成 立 ， 则 方程 (2.1.5) 


振动 ， 或 者 有 非 振动 解 的 存在 ， 且 当 x(i) 是 最 终 正解 时 ， lima(r)-0, 当 x() 是 最 终 负 解 
时 ，limx(O)=- 


证 明 : 假设 x(i) 是 方程 (2.1.5〉 的 一 个 非 振动 解 


下 面 我 们 分 情况 讨论 
CD 设 x(1)>0,x(r(t))>0,t24， H.limsupx(r)» 0. 


由 方程 (2.1.5) 有 ， 


a(t oo) = eG) (x(e))x'(0) a on) re) (rt) 
(40607. -e000 LEO a ACO (222 


情 


HEL WB 24. x()z0. x(())20. Ws (2.2.20) 可 得 


afr oto) ) scd 242 2.2.21 
[4 ( (y) § q(t), t242t, (2.2.21) 
对 式 (2.2.21) 由 t 到 1 积分 得 


a a or | 
ey ROI - AL «9 


Stato, WMH CA, 可 知 ， 式 (2.2.22) 左 边 为 非 负 的 ， 右 边 趋 于 -om ， 与 右边 为 有 限 
数 产生 了 矛盾。 
情形 2 UBI, x()s0, x(())0. 


(2.2.22) 


由 CA WR, fefén sns (EM es)jzs>0， rmt. 


由 条 件 (A,) g(u)2 AG 


o- fate) rl) + a) rete no) 
(aos y) + pene Aat) 2.2.28 
对 式 (2.2.23) 由 到 1 积分 得 
atx") sae - Af(x(elO) fi asus 
» GGG) did (Quas 
- Plxlo))x(0)+ pGt Js) fr) (s — Q220 
tH limsup x(¢)> 0, x()s0, 1242, WH x()oM too, x(r)EM, 12h, 
因此 由 (A,) 可 得 
f(x(r() =/(M)>0 
上 式 代 入 式 (2.2.24) 可 得 


atto) «at, os)" = ArQ f als)ds+ pec. ees) (2.2.25) 
令 ! 一 +oo ， 式 (2.2.25) 左 边 非 负 ， 右 边 趋 于 - ， 与 右边 为 有 限 数 矛 盾 。 
情形 3 设 x 人 的 振动 ， 则 存在 由 只， 及 一 o， 大 一 o， 使 得 x( 拟 )=0， 取 足够 大 
fk, BEY, 21. x()>0. x(e())>0. re(V,.V, i). 根据 CAL) 可 得 
[^ (sys > 0 (2.2.26) 


由 式 (2.2.20) 有 


对 上 式 由 瓜 到 及, 积分 得 


Via > att) a(t)(x(t))” 
-be el 


这 与 式 (2.2.26) 相 矛盾 。 
GD Bealt)<0, x(())«0. 12% Hlimsupa(r)- M >-%. 


情形 1 62428, x()20, x(c(0))20. 


HR CA RIAL, FEL 24， 使 得 | als Ws20, t2. 


»* 


$138 (Q.2.23) EH t, 到 1 积分 得 
att OY « a. Yos)" — Af als is - f pss) sas > alt, (sy 


x)» a* (tva * (€ (2.2.27) 


E 


对 式 (2.2.27) 由 训 到 z 积 分 得 


Stato, WH CALO 可 知 ， 上 式 左 侧 是 非 负 的 ， 右 侧 是 趋 于 +o， 


产生 矛盾 。 


情形 2 设 当 !>4 > 为 ，x(()<0， x(r(r)) «0. limsupa(r)- M, » —. 


对 式 (2223) s (sz 1) Bt AS 


ibx'(«o, c()»0, f'(u)s05L "scott 


fGx(r(r)) < r0) < rers). 


Bes 6))ae > ret Ad 
又 -[ rl plx ia x(8 use) - flu 


> [pu f° dis pad 


根据 (A,)、(As) 可 知 ， 存 在 使 得 


- Af gl0 )ao- f p(x(0)"(o)a0 
> - Af (c(s is i (uu +f" pl 


20, i24. 
把 上 式 代入 式 (2.2.28) 得 到 
a =a(s)x(s) « 124, 
因此 得 


对 式 (2.2.29) 由 4 到 1 积分 得 


A() sx)+ar fa 7 (0)0 


与 右边 为 有 限 数 


alt)(x'(t))” < as) (s) - Af g(a)f(x(e(0)))a0 -[ p(x(0))x'(0)\d0 (2.2.28) 


(2.2.29) 


(2.2.30) 


toe, Es T -oo, KW M,» —o, JJ. 


情形 3 设 x(O) 振 动 ， 此 证 明 与 (D 中 的 情形 3 的 证 明 相似 ， 定 理 证 毕 。 


第 三 章 三 阶 非 线 性 中 立 型 微分 方程 的 振动 性 
3.1 三 阶 非 线性 中 立 型 微分 方程 的 振动 性 
3..1 引言 


本 章 主要 考虑 三 阶 非 线性 中 立 型 微分 方程 〈3.1.11) 和 【3.1.12) 的 振动 问题 ， 运 
广义 的 Riccati 变换 和 积分 平均 技巧 ， 创 建 了 有 关 方 程 解 振 动 的 一 些 充分 条 件 。 


(alefst)+ oet) ) +al) Cle OC) =0 E (3.1.11) 


" 


(40 po) rote =0. 12 cuam 
假设 以 下 条 件 成 立 : 


(Hj) pl)eCli,%), 0< p< p<l; 


(H,) ar). at) e c(l, o) (0.9). Laos Bi 


Hy) ofhg(e Clio.) 0,9). ol) t. g(r) t Timot)- lima)» : 


(H,) c(y)ec(n).c(y)2 150.» 40; 


(Hj) fe ca n) LO) K>0,y#0. 
XE LPH BL Z(t) = x(t)+ p(o)x(o(c)) (3.1.13) 
则 方程 (3.1.1 ) 变 为 | ey] (ya) o) - 0. (3.1.14) 


我 们 称 方程 (3.1.1) 的 解 是 指 函 数 x(t)e C'T, o) T, 26. fif a(r)z (t) e C (To) 


且 在 区 ,om) 上 满足 方程 (3.1.1)。 本 文 考虑 了 方程 (3.1.1) ile MERE supr) (2 T] 0 对 


否则 ， 它 是 非 振动 的 。 
本 文中 如 无 显著 声明 ， 都 是 最 终 成 立 ， 即 存在 了 充分 大 ， 使 得 不 等 式 对 t+> 了 成 立 。 
近 些 年 , 关于 微分 方程 振动 性 理论 受到 普遍 的 关注 , 与 二 阶 微分 方程 的 振动 性 相 比 ， 
三 阶 泛 函 微分 方程 的 振动 研究 结果 相对 少 一 些 。 三 阶 泛 函 微分 方程 的 振动 结果 可 参考 届 
英 等 人 2 的 文献 和 其 引文 ， 其 中 余 元 洪 2 的 文献 考虑 了 三 阶 中 立 型 微分 方程 


(ORO poste) «aoreet o G5) 
的 振动 条 件 和 结果 。 本 小 节 是 将 (3.1.11) 关于 方程 (3.1.15) 的 振动 结果 推广 到 方程 
(3.1.11)， 运 用 广义 Riccati 变换 和 Philos 型 积分 平均 条 件 建立 使 方程 (3.1.11〉 的 所 有 
解 振 动 或 收敛 到 零 的 充分 条 件 。 


3.1.2 预备 知识 


证 明 本 文 的 定理 时 ， 需 要 运用 下 列 引 理 。 
引 理 3.1.21 设 x(i) 是 方程 (3.1.11) 的 正解 ， 则 由 式 (3.1.13). 定义 的 函数 z(t) 仅 有 
以 下 两 种 性 质 之 一 : 


(D 2(t)>0, z(t)>0, z'()»0; 


(ID 2(0)» 0,2 0)«0, z"(0»0. 

证 明 : 设 x(1) 是 方程 (3.1.11) fE[n.) ERUIERE, SUB z()»x()»0. n2. 
那么 x(o()>0, x(g()>0, 124,-L(ale)e"(0) — are) 0) <0. HL aet) os 
减 函数 且 最 终 定 号 ， 

因此 存在 z"(?)>0 和 z"(t)<0 两 种 情况 ，1 1, >4. 

若 z(t)<0， 存 在 常数 M > 0， 使 得 


a(t)z' (r)«&-M <0, t2t, 


上 式 在 也, 如 积分 得 


Ato ARH CH, BI z'(r) 9 -o ， 因 此 ，z'(1) 最 终 为 负 . 
但 是 ，z"(t)<0 和 z(t)<0 可 知 z(t)<0， 与 z(t)>0 矛 盾 ， 故 有 z"(t)>0. 
因此 ，z(i) 仅 有 (D 和 CD 两 种 性 质 ， 引 理 3.1.21 证 毕 。 


引 理 3.122. 设 x(i) 是 方程 (3.1.11) 的 正解 ， 相 应 的 z(t) 具 有 性 质 (ID, 358 


NN [35 f (s ute — o (312 


by) lim x(1)=0. 
证 明 : 假设 x() 是 方程 (3.1.11) TERE, 2) AYE IT)， 因 此 存在 常数 1>0， 


使 得 limz(?)=/ .我 们 断言 1=0. 实 际 上 ， 如 果 1>0， 则 对 任意 >0， 有 1!+E>z( 人 >1. 
取 0<e< it~ P) 根据 CH,) 和 性 质 OD, 得 
p 


x(t) = 2(t)— p(t)x(o(0)) > 1- pz(o(0)) > 1- pt - e) =k(l +e) »kz(r) — (3.1225 


serps g 508). o. 
Ite 


根据 CH, ), CH,O AX (3.1.22), 方程 〈3.1.11) 得 到 
(a(r)e"(o) + KkLq(t)z(g(t)) «o. t 2 t, (2.1.23) 
对 式 (2.1.23) 在 [om) 积 分 得 到 
—a(t)z"(t) + KKL[ qf z(e(s) ds «0 
根据 (H,) Alz(g()»1. 120,24, 4 


对 上 式 在 区 oz) 积分 得 
EO) D+ ku (35 Yr als sys js so (3.124) 
XX (3.1.24) 在 [5,%m) 积 分 得 到 


Eras E (say 30 (3.1.25) 


X (3.125). 与 式 (3.1.21) 矛盾 ， 故 1=0. 引 理 3.1.22 证 毕 . 
引 理 3.12309. iu(t)>0, w(t)>0, u(t)<0, (t 则 对 每 一 we(0,1), FET, >t, 


使 x(o()>a el), 1>7 
引 理 3.1.24) Bu()>0, w()»0, w'()»0, w()so, 1>7,, SEE p e(01) 


fiT,2T, f£ftu()2 Bu'(t), t2 


3.1.3 主要 结果 及 其 证 明 


先 考 虑 方程 (3.1.11) 的 振动 性 , 


下 面 运用 Philos 型 的 积分 平均 条 件 四 ， 给 出 方程 3.1.11) 的 新 的 振动 结果 ， 为 此 ， 
我 们 引进 函数 X。 令 
DzÍ((.s):t2s24). D, ={(t.s):t> 524 


BUCH e C(D, RIBAK XK, io E H e X .如果 
G) H(tt)=0,t24: H(i,s)>0, (i,s)eD,. 


enia) s) 


Gi) <0 且 存在 peC'([4,w)(0,%))，heC(D,,R) 使 得 


20 


s. 
= 


H(ts) - -h(t, s Hits) (3.1.31) 


定理 3.1.31 设 方程 (3.1.11) Jr. WEGE eC (.)(0.9). Hexfiti 


lim pcd. [| 306-2949). Jp =0 (3.1.32) 


oe Abt) 


则 方程 (3.1.10. B9 — f (1) HRB, BK rm oo IT x(t) 9 0. 


其 中 o(s)- @BKL(I - E quoi. (3.1.33) 


o Fil B HH S| T 3.1.23 和 引 理 3.1.24 定义 。 

证 明 : 设 方程 (3.1.11) ARRAN x(t) EE MH, BExlt)>0, x(o())»0. 
x(g())» 0,124, 2:4, (3.1.13) 式 定义 的 函数 z()= x(O)+Pl)x(a()。 由 引 理 3.1.21 可 知 ， 
z(O) 仅 有 两 种 性 质 CD. 或 CID. 

Gi) 设 z(t) 有 性 质 (D， 即 z(t)>0。 则 
x(0)= 2(0)- potet) > 2(0)- pe(o(e)) 20-p)() (3.1.4) 


因此 由 CH, ). CH), 方程 (3.1.11) 得 到 


COzO) <-KLq(0)x(e(0)) < -KL( - pat) Gate) (3.135) 

w=p) 0 , fX (3.1.36) 
根据 式 (3.1.34)、(3.1.35)， 有 

ws Aa ves eta) yg) T0. (3.1.37) 


Huw(r)-z(), 18389138 3.1.23 和 引 理 3.1.24, dXX (3.1.37) 得 
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(3.1.38) 


其 中 Q(t) 有 式 (3.1.33) 定义 。 4 4()- £0. B(t)= 


对 式 (3.1.38) 4 [r.c] B.) 6189] 
[nts yas. « p a mw) ari) ny (es 
= er 
wi) -Va sr (s+ gr. se 


| (toa) COP Qs) "Ae Tos c T 


那么 


故 Kc zl f] (505) pes) hs rt) 

上 式 与 式 (3.1.32) 矛盾 。 

Gi) 如 果 z(t) 具 有 性 质 ID, BiT (G.L2D 式 成 立 ， 因 此 ， 满 足 引 理 3.1.22 的 条 件 ， 
则 有 limx(r)=0， 定理 3.1.31 证 毕 。 


下 面 考虑 方程 O2) 的 振动 性 。 
定理 3.3.2 ” 设 方程 (3.1.12) 成 立 ， 若 一 阶 时 滞 方 程 


oro Eat start) -o 


是 振动 的 ， 则 方程 (3.1.12) 的 解 振 动 ， 或 者 limx(t)=0。 


(3.1.39) 


证 明 : 假设 方程 (3.1.12) 有 非 振动 解 x(t),， WEx()» 0, (21. H3] E3.121 可 知 ， 


z(n) 仅 满足 两 种 性 质 CD. 或 (ID. 
设 z(t) 有 性 质 (1)， 由 于 alt)z"(1) 是 减 函数 ， 于 是 


ee edn = [Teton =e" 
对 上 式 在 ,积分 得 到 
(=f aig 
I EO) MF (es) s)—~ ae) ds 


有 t,>4， 使 得 :>t,， 得 到 


其 中 (1)= a(t)(2"( 1)). 
从 而 得 出 


其 中 当 f(x) 选 取 特殊 函数 ， 即 f(x) = x^ mr, 


最 后 得 到 olio) road" (el)-s)-to fo e)s0 的 正解。 


因此 方程 (3.1.39) 有 正解 , 与 方程 (3.1.39) 是 振动 的 产生 矛盾 , 于 是 z(1) 满 足 引 理 3.1.21 


(1)。 由 引 理 3.1.22 得 到 lima(t)- 0 . HEHE. 


3.22 三 阶 非 线性 中 立 型 时 滞 微 分 方程 的 振动 性 
3.2.1 引言 


本 小 节 考虑 三 阶 非 线性 中 立 型 时 滞 微 分 方程 


bene west) | +g()F (r=0, 1, — (24D 


X*boca-i, p，g 都 为 奇数 时 方程 解 的 振动 性 。 
我 们 总 假设 方程 (3.2.11) 满足 : 
CAD. rl), al), p(s a), of) sl)e Clistm); 


(A,) r()» 0. alt)>0, r()»0. a()»0, n [^ soe, [is = 400: 
fo a(s) lo r*(s) 
CAD Xrtite[ns). g(t)>0, O< p(t)<p<l, HH p WHA: 


(A,) o(t)st, rt)st, limo(t)=+0, lim c(r) 9: 


(A,) f eC(R.R), fe)... 


4 2(t)=x(t)+ p(t)x(o(t)) s £2 t (3.2.12) 


我 们 称 方程 (3.2.11) 的 解 是 指 函 数 x(1)e CI[7.,o) T, 24, f 
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a 


re (ete jj e C'[T, ,+oo) 且 在 区,o) 上 满足 方程 (3.2.11)。 


车 方程 (3.2.11) 的 解 x(O) 在 区,m) 上 有 零点 且 是 任意 大 的 ， 那 么 方程 (3.2.11) 振 
动 的 ， 否 则 是 非 振动 的 ; 
车 方程 (3.2.11) 的 解 x() 或 者 是 振动 的 或 者 满足 limx(1)=0， 那么 方程 (3.2.11) 


3.2.2 预备 知识 


引 理 3.2.2 设 x(1) 是 方程 (3.2.11) 的 正解 ，z(t) 是 由 式 (3.2.12) 定义 的 函数 ， 
则 必 有 下 面 两 种 情形 ， 


] 


(D z()» 0. a(0)z()»0. (a0) (0) »0: 
aD z()»0, a()e()«0. (at) () »0. 
证 明 ; 设 x(i) 是 方程 (3.2.11) 的 正解 ， 则 存在 4e [4,+%) 使 得 对 一 切 te[i,+wm) 有 
x()»0. x(o())>0, x(r()>0 
由 条 件 (A, ) 可 知 ，z(f)> xf)> 0 对 一 切 fe 区 ,+oo) 成 立 。 


有 条 件 CAD ATI, g(t)>0, LOD) iso, LAU ere) 6 fer)» 0. 
所 以 方程 (3.2.11) 可 得 
CC - fester) «o. cat (3220 


tbt re (ez 在 区 ,+oo) 单 调 减少 。 
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设 ((a(i)a( 闻 >0 对 一 切 et) 成 立 ， 否 则 存在 /els+) 使 得 


(ate) J =-C,<0 


WARM UL t e [t,,+00) f 


(ee) <-c 2. 


对 上 式 两 边 同时 由 到 1 积分 有 


a(t)z'(t)< a(t,)z"(t,)- Care (t 站 lg 4 


根据 条 件 CA,O 得 出 上 式 趋 于 -m， 当 ! 一 + 时 ， 
那么 存在 4 e[6,+wm)， 使 得 对 一 切 的 te[s,+%) 有 a(rz()s-1. 


进而 有 z(t)=z(&)+ +[z ‘(ss < z(t,) Layee). 


RG c(t) > 0 矛盾 ， put (0) J » 089 (ar) > oni. 


故 函 数 a(t)z'(t) RAS. UE. 
3.2.3 主要 结果 及 其 证 明 


定理 3.2.3 ” 若 方程 


»()-4()f-5)f| (p^ dif (I (Ce) < bw ]-0 (3.2.31) 
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是 振动 的 ， 则 方程 3.2.11) 的 解 x(n) 或 者 振动 或 者 lim x(1)=0。 
证 明 : 假设 x(i) 是 方程 (3.2.31) 的 非 振动 解 ， 设 x(1)>0 (1t>4>t,>0) 


由 引 理 3.2.2 可 知 z(t) 满 足 (D. 或 (ID 之 一 。 


are ()» 0. 根据 引 理 3.2.2 中 (3.3.21) 式 可 知 (oe) 在 bb,4w) 上 单调 减少 ， 


因此 对 任意 的 :>4 有 


于 是 z()> ap e etary li [ra 


对 上 式 两 边 由 4 到 1 积分 得 到 


> (Ae) Ji I [ay tn. 


因此 存在 已 e 区 ,+oo) 使 得 对 一 切 的 fs [rs 0). 


^y()- rift)? 0) ) . rci 


4s) >" (elo [ay me (3332) 


h 


HB z'(r)» 0 AKTE CA (A.D. 与 式 (3.2.12) 有 
x(t)= 2(t)— p(t)x(o(t))> z(t)- p(t)z(o(t)) > (I - p)z(t) (3.3.33) 


由 式 (3.3.32). 3.3.33) 及 方程 (3.2.11) 有 
—v()=a()7(x(r(O))> a (= 2)(r()) 
ze()fü- A 0)) 


e«t peo) E C a 


Jai) y ()«a( f - p as ert : Gee so tmc 所 以 


方程 (3.2.11) 也 有 正解 ， 这 与 方程 〈3.2.11) 是 振动 矛盾 ， 证 毕 。 


总 结 与 展望 


微分 方程 的 振动 性 探究 是 微分 方程 研究 的 一 个 重要 组 成 部 分 ， 它 对 很 多 问题 在 理论 


上 和 现实 应 用 里 具有 重要 意义 。 本 文 内 容 主要 研究 了 几 类 泛 函 微分 方程 解 的 振动 性 ， 而 
对 于 泛 函 微分 方程 解 的 振动 性 研究 会 有 更 好 的 结果 ， 有 待 于 今后 作 进一步 的 研究 。 
本 文 主要 研究 的 内 容 有 : 
1、 第 一 章 主 要 介绍 了 微分 方程 的 提出 及 发 展 和 本 文 要 做 的 工作 。 
2. 第 二 章 主 要 介绍 了 两 类 二 阶 非 线 性 泛 函 微分 方程 解 的 振动 性 , 运用 一 些 分 析 的 技巧 


考虑 方程 (2. 


4) 和 (2.1.5)， 获 得 了 一 些 结论 ， 丰 富 了 已 有 文献 的 探究 范围 。 


3. 第 三 章 主要 介绍 了 几 个 三 阶 的 非 线 性 中 立 型 微分 方程 解 的 振动 性 ， 运 用 了 Riccati 
和 积分 平均 技巧 ， 分 别 给 出 〈3.1.11) (3.1.12) (3.2.11) 的 一 些 条 件 和 结论 ， 并 推 


广 了 方程 已 有 


9 结果 。 


本 文 的 创新 点 在 于 将 关于 一 些 已 有 的 方程 的 振动 结果 推广 到 本 文 新 给 出 的 方程 , 建 


立新 的 充分 判 据 ， 
对 于 微分 方程 


将 已 有 的 结果 推广 。 


振动 问题 ， 有 大 量 的 学 者 进行 了 深入 的 探究 ， 然 而 ， 这 一 领域 还 存 


在 着 许多 值得 研究 


9 问题: 


受到 文献 [32] 启 发 还 可 得 到 有 关 方 程 


E 


l(a 


D 


(isos evo) | | + [aret eae -o 


' 
a 


人 Or+ [ lente) | | +f alee (olrl.e lag =0 


的 解 的 振动 性 的 进一步 探讨 。 
因此 ， 微 分 方程 的 振动 性 理论 今后 还 需要 进一步 的 研究 。 
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